lere G - spécialité maths

Rappels de cours sur les vecteurs

Vecteurs
Rappels de cours

I. géométrie dans un repere

1) Milieu d’un segment

£ Propriété

L
ygf ................ ‘.
‘B
Dans un repere quelconque du plan : Si A et B sont deux points de | T . :
coordonnées respectives (x4;y4) et (xp;yp) : 1 5
AL
¥ad|oocoooas S °
le milieu de [AB] a pour coordonnées ( 4 —Zi_ oLl ; ya ; L ) ! P
I o
O i x‘A x‘B ?

(=

Méthode - Milieu et parallélogramme)

Rappel : les diagonales d"un parallélogramme se coupent en leur milieu.

et [BD] ont le méme milieu :
1) On détermine les coordonnées du milieu M de la diagonale [AC].
2) On détermine les coordonnées du milieu N de la diagonale [BD].
3) On montre que les points M et N sont confondus et on conclut.
Pour trouver le 4éme point D d"un parallélogramme ABCD :
1) On détermine le milieu M de la diagonale [AC].
2) On détermine le point D tel que M soit milieu de la diagonale [BD].

milieu de [AC].

Les coordonnées de A, BetCsont: A(1;4) B(5;2) C(-2;—
Les coordonnées de M milieu de [AB] sont :

xA+xB_1+5_

6
XM = 5 422 %_3
yM:yAer}/B: sz =>=3 doncM(3; 3).

Les coordonnées de N milieu de [AC] sont :

Pour montrer qu'un quadrilatere ABCD est un parallélogramme, on montre que les 2 diagonales [AC]

B Exemple : : Dans le repere (O;1;]), on veut déterminer les coordonnées de M milieu de [AB] et N

1 -2 1
xN:XA—ZFxc: +2( ):_7:_0,5
4 -2 2
yN:yA;_yC: +2( ):2:1 doncN( —0,5; 1).

On peut le vérifier graphiquement en tragant les segments et leur milieu.
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2) Distance entre deux points dans un repére orthonormé

£ Propriété A
. X , 5 UJ:E I coo000000 K
Soit A et B deux points de coordonnées respectives (x4;y4) et (x5;yB) : -
dans un repere orthonormé : 1
YB— YA
AB = / (xg—xa)® + (yB— ya) yado e :
Attention : cette formule est 17 Sxp—xgt
valable uniquement si le repére est orthonormé. ————>
O I Xa xg X

B Exemple : : Les coordonnées de A, Bet Csont: A(1;4) B(5;2) C(-2;-2).

e Calculons les longueurs AB, AC et BC. Le repere (O,1]) ci-dessus est orthonormé donc on peut
utiliser la formule ci-dessus :
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 2 — = =
AB = /(x5 —x4) 2+ (s —vya) = V6-12+@2-42 = /&2 (—22 = V16 +4 = 20 =
2v/5
AC = /(xc — x4+ (e —ya)? = /(=212 + (=2 -4 = /(=3)7+ (—6)2 = /91 36 =
V45 =3./5

BC = /(xc —x5)° + (e —y5)’ = /(-2-5) + (-2-2)" = /(-7 + (-4 = VA9 + 16 =
V65

e Que peut-on dire du triangle ABC?
Il semble que ABC soit un triangle rectangle en A. Prouvons-le :

AB? + AC? = (v/20)> + (V/45)2 =20 +45=65 et BC? = (1/65)% = 65.
Donc AB% + AC? = BC? d’apres la réciproque du théoréme de Pythagore, ABC est rectangle en
A

II. Généralités sur les vecteurs

1) Vecteur et translation

/' Définition

Un vecteur AB est un outil mathématique qui matérialise la translation d’un point a un autre point. Il
est défini par 3 caractéristiques :

e sa direction (son inclinaison)

e son sens (droite, gauche, haut, bas etc)

e sanorme (sa longueur) notée ||1ﬁ I )

le vecteur qui matérialise la translation du point A au point A, c’esta-
dire sur lui-méme, est noté 0 et s’appelle le vecteur nul. Ona AA = 0. Ce vecteur n’a ni direction ni
sens, et a pour norme 0.

Année 2024-2025 Page 2/7



lere G - spécialité maths Rappels de cours sur les vecteurs

/' © Définition

vecteurs égaux : Deux vecteurs sont égaux s’ils ont :

e la méme direction
e le méme sens

e la méme norme )

/' Définition

2 - . 2 .
vecteurs opposés : Deux vecteurs i et U sont dits opposés s'ils ont :

e [La méme direction

e La méme norme

—

MALIS des sens opposés Onnote . = —7 ou 0 = — U )

(O Propriété

Le vecteur opposé a AB LB est le vecteur BA : c’est-a-dire qu’il part de B pour aller vers A. On a donc :
AB = —BA ou encore BA = —AB )

III. Opérations sur les vecteurs

1) Regle du parallélogramme

£ Propriété

Propriété : ABCD est un parallélogramme équivaut a dire que AB =DC )

2) Somme de vecteurs et relation de Chasles

(© Définition
somme de vecteurs : Soient deux vecteurs i et ¥ du plan. On définit la somme ¥ + ¥ comme un
vecteur formé en mettant bout a bout les vecteurs i et U. )

£ Propriété

Relation de Chasles : Soient A, B et C trois points du plan. Ona:AB+BC = AC )
\,tSExemple:

1) CB+BA=CA 4) BC+ AB = AB+ BC = AC

2) CB+BC=CC=0 5) CB— AB=CB + BA = CA

3) AC+ CE = AB 6) AB+CA = CA + AB =CB

3) Multiplication par un réel

€ Propriété

On peut factoriser ou développer par un réel avec des vecteurs. )
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® Exemples :
1) 47 +7)=4u +47
2) 42W) =8l
3) 521 +37) = 10U + 150

4) colinéarité de vecteurs

/© Définition

notion de colinéarité : Deux vecteurs i et U sont dits colinéaires s’ils ont la méme direction quel que
soit leurs sens et leurs normes. Dans ce cas, il existe un nombre réel k tel que U=kx7T

/

£ Propriété

Parallélisme et alignement : Soient les points A, BC et D du plan.
o AB et CD sont colinéaires équivaut a dire que (AB)//(CD)

o AB et AC sont colinéaires équivaut a dire que A, B et C sont alignés

(O Propriété

1-—
milieux : Soient A et B deux points du plan. I est le milieu de [AB] & Al = EAB' c'est-a-dire Al = |

_/

IV. Coordonnées de vecteurs dans un repere

/© Définition

Soit (O; 7, 7), un repere du plan. Pour tout vecteur 1, il existe un unique point M tel que ¥ = OM.
Les coordonnées du vecteur i dans ce repere sont alors celles du point M.

g g a X
Si un point M a pour coordonnées (xy; ya1) alors on note % (xp; ym) ou @ (yM)
M

ol N\ .
|

£ Propriété

. .o (X — (5% N
égalité de vecteurs Soit u (yl) et v (yz) 2 vecteurs. Alors: = U <= x; = xp et Y1 =1
1 2
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1) Opérations sur les vecteurs

£ Propriété

Soit (x1> et v <x2) 2 vecteurs. Alors :
Y1 Y2
= = X1 -+ X2
e U+ 0
( Nty )
o ki < ’; . >
1
Y Y,
GE Méthode - Utiliser les opérations sur les vecteurs)

Enoncé :

Soient © _27> et v <_43> Déterminer les coordonnées du vecteur W = 31 — 27

Solution :

Les coordonnées de %0 sont : 3 x < _27 > —2x < _43 )

— (6—(—6)

@ ( —14— 8)

= 12

-22
2) Calcul des coordonnées d’un vecteur
£ Propriété
Dans un repeére, soient A et B deux points de coordonnées A (xa;ya) et B (xp; ys).
alors AB a pour coordonnées AB (xB B xA) .
]/B - yA )

¥= Méthode - Coordonnées d’un vecteua

Enoncé :

Soient A(—1; —5) et B(2;3). Déterminer les coordonnées du vecteur AB

Solution : N

Les coordonnées de AB sont données par: xg —x4 =2 — (—1) =3 etyp —ya =3 — (—5) = 8. Donc
—= (3

AB g

Pour le vérifier, faire une figure, et vérifier qu’on se déplace bien horizontalement de 3 carreaux vers la droite puis
verticalement de 8 carreaux vers le haut afin d’aller du point A au point B.

V. Colinéarité de vecteurs dans un repére
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1) Critére de colinéarité

[ Propriété

) X X e ) .
Soit u <y1> et T <y2> 2 vecteurs. Alors ces 2 vecteurs sont colinéaires si et seulement si les coordon-
1 2

nées des deux vecteurs sont proportionnelles, soit x1y> — x2y1 = 0 )

Y= Méthode - Montrer que 2 vecteurs sont colinéaires)

Enoncé :
15
-9

—>

1) Est-ce que les vecteurs i (_5> et v (

3 ) sont-ils colinéaires ? Justifier.

2) Est-ce que les vecteurs @ (_73> et (_42> sont-ils colinéaires ? Justifier.

Solution :

1) Puisque (—5) x (—9) — 3 x 15 = 45 — 45 = 0, les vecteurs ¥ et T sont colinéaires.

2) Puisque 7 x (—2) — (—3) x4 = —14 + 12 = —2, les vecteurs @ et b ne sont pas colinéaires.

2) Déterminant de deux vecteurs

/' © Définition

/

. ) x X R
Soit i et U deux vecteurs de coordonnées ( y ) et ( i ) dans un repere (O; 7, T)

Le nombre xy’ — yx’ est appelé déterminant des vecteurs i et .

/
On note : det(if;7) = ;| =xy —yx.
’ Y
(O Propriété
Dire que i et U sont colinéaires revient a dire que det(i; 7) = 0. )

GE Méthode - Vérifier si deux vecteurs sont colinéaires a 1’aide du déterminant)

Enoncé : Dans chaque cas, vérifier si les vecteurs i et U sont colinéaires.

b (39 e (5)
- (4 - (11
2) u <9) et v <23)

Solution :

-6 9

10 —-15
Les vecteurs # et U sont donc colinéaires.
4 11
9 23
Les vecteurs i et U ne sont donc pas colinéaires.

1) det(u;7) =

‘:(—6)><(—15)—10><9:90—90:0

2) det(i; ) = —4x23-9%x11=92-99=—-7#0
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3) Application de la colinéarité

GE Méthode - Appliquer la colinéarité)

Enoncé : On considére (O; 7, 7)unrepere du plan. Soit A(—1; 1), B(3;2), C(—2; =3), D(6; —1), E(5;0),
5 points du plan.

1) Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles.

2) Démontrer que les points E, B et D sont alignés.

Solution :

v 4= ( 3;ﬁ]1>l= (i) acB- (42 )j (z)

On remarque que CD = 2AB donc les coordonnées de AB et CD sont proportionnelles, et on en
déduit que les vecteurs AB et CD sont colinéaires.
Les droites (AB) et (CD) sont donc paralleles.

=3 3-5 -2 = 6—5 1
2B (5 0 )= (3 )= 5% )= (1)
=3 TR -2 1
det(EB;ED) = | = | |=-2x(-1)=2x1=0
Les coordonnées de EB et ED vérifient le critére de colinéarité des vecteurs. On en déduit que les

vecteurs E_é et ]_::[_5 sont colinéaires.
Les points E, B et D sont donc alignés.
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