lére G - spécialité maths Chap. 7 - Dérivation

Chapitre 7
Dérivation

I. Limite en zéro d’une fonction

® Exemples:

1)2 -1
1) Soit la fonction f définie sur |—o0;0[ U ]0; +oo[ par f(x) = u

L'image de 0 par la fonction f n’existe pas. On s’intéresse cependant aux valeurs de f(x)
lorsque x se rapproche de 0.

—————— —
X -0,5 -0,1 -0,01 -0,001 0,001 0,01 0,1 0,5
f(x) 1,5 1,9 1,99 1,999 ? 2,001 2,01 2,1 2,5

On constate que f(x) se rapproche de 2 lorsque x se rapproche de 0 . On dit que la limite
de f lorsque x tend vers 0 est égale a 2 et on note : lir% f(x) =2
X—

1
2) Soit la fonction g définie sur | — oo; 0[U]0; +oo| par g(x) = 2
A l'aide de la calculatrice, on constate que g(x) devient de plus en plus grand lorsque
x se rapproche de 0 On dit que la limite de g lorsque x tend vers 0 est égale a 400 et on

te : li =
note xlg(l)g(x) +o0

(© Définition
On dit que f(x) a pour limite L lorsque x tend vers 0 si les valeurs de f(x) peuvent étre aussi

proche de L que 'on veut pourvu que x soit suffisamment proche de 0 .
On note : lirr(l) f(x) = Letonlit: La limite de f(x) lorsque x tend vers 0 est égale a L.
x—

II. Nombre dérivé

1) Rappel: Pente d’une droite

Soit une fonction f définie sur un intervalle I. Soit deux réels a et b appartenant a I tels que a < b.
Soit A et B deux points de la courbe représentative de f d’abscisses respectives a et b. La pente (ou
f(b) — f(a)

le coefficient directeur) de la droite (AB) est égal a : —
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f(b) 4

fla)

2) Fonction dérivable

Soit une fonction f définie sur un intervalle I.
Soit un réel a appartenant a I.

Soit A et M deux points de la courbe représenta-
tive de f d’abscisses respectives a et a + h, avec
h # 0 La pente de la droite (AM) est égale a :

fla+h)—f(a) _ fla+h) —fla)

a+h—a h

Lorsque le point M se rapproche du point A, la
pente de la droite (AM) est égale a la limite de

flat+h)—f(a)

Cette pente s’appelle le nombre dérivé de f en a
et se note f’(a).

lorsque h tend vers 0.

fla+ h)

fla)

]

: .
a+h

s

Définition N
On dit que la fonction f est dérivable en a s’il existe un nombre réel L, tel que :
i f@th) —fla) _
h—0 h
L est appelé le nombre dérivé de f en a et se note f'(a).
J

3) Démontrer qu'une fonction est dérivable

Soit la fonction trindme f définie sur R par f(x) = x? + 2x — 3 Démontrer que f est dérivable

en x = 2. On commence par calculer

f(2+h21_f(2) pour h #0
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f(2+h)—f(2)  (2+h)*+22+h)—3—-22—-2x2+3
h a h
_ 4+4h+h*4+4+2h—38
a h
_ 6h+h?
 h
_ h(6+h)
h
=6+h
Donc : limf(2+h) —f@) =lim6+h==6.
h—0 h h—0
On en déduit que f est dérivable en x = 2. Le nombre dérivé de f en 2 vaut 6 et on note
: f(2) = 6.

III. Tangente a une courbe
1) Définition

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et
dérivable en un nombre réel 2 appartenant a I.
f'(a) estle nombre dérivé de f en a. fla+h)t====Af
A est un point d’abscisse a appartenant a la
courbe représentative Cy de f.

(© Déinition
La tangente a la courbe Cy au point A est la
droite passant par A de pente le nombre dé-

rivé f'(a). D // 6 ’

I

2) Déterminer le coefficient directeur d'une tangente a une courbe

(Méthode)

On considére la fonction trindme f définie sur R par f(x) = x? + 2x — 3 dont la dérivabilité
en 2 a été étudiée plus haut.
Déterminer la pente de la tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe

d’abscisse 2.
On a vu que le nombre dérivé de f en 2 vaut 6 . Ainsi la tangente a la courbe représentative
de f au point A de la courbe d’abscisse 2 est la droite passant par A et de pente (coefficient

directeur) 6.
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16 |

14 |

12 |

10

6 (nombre dérivé de f en 2)

3) Relation entre tangente et nombre dérivée

(O Propriété

Une équation de la tangente a la courbe Cy en A est :

y = £/ (0)(x—a) + £(0) )

[@ Démonstration

La tangente a pour pente f'(a) donc son équation est de la forme : y = f'(a)x + b ot b est
l'ordonnée a 1'origine.

Déterminons b :

La tangente passe par le point A(a; f(a)), donc :
f(a)=f'(a) xa+Dbsoit: b= f(a)— f'(a) xa

On en déduit que I'équation de la tangente peut s’écrire :
y = fla)x+fla) — /(@) x

y = f(a)(x —a) + f(a)

4) Déterminer une équation d’une tangente a une courbe

(Méthode)

On considere la fonction trindme f définie sur R par f(x) = x? + 2x — 3.

Déterminer une équation de tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe
d’abscisse 2 .

On a vu plus haut que la pente de la tangente est égal a 6 . Donc son équation est de la forme

ty =6(x —2)+ f(2), soit:
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y=6(x—2)+224+2x2-3

y=6x—-7

Une équation de tangente a la courbe représentative de f au point A de la courbe d’abscisse 2
esty =6x —7.

IV. Dérivées des fonctions usuelles

1) Exemple (démonstration au programme)

[@ Démonstration
2

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x=.
Démontrons que pour tout x réel, on a:

f/(x) = 2x.

Calculons le nombre dérivé de la fonction f en un nombre réel quelconque a.

Pourh#O:f(a—i_h)_f(a) _ (ﬂ+h)2—a2 _ a% +2ah + h? — a2 :h(2g+h)

p p p p =2a+h

h) —
Or :limf(a+ ) =~ f(a) =1lim2a+h=2a

h—0 h h—0
Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal & 2a. On a donc défini sur
R une fonction, notée f’ dont ’expression est f'(x) = 2x. Cette fonction s’appelle la fonction
dérivée de f.

/© Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit que f est dérivable sur I si elle est dérivable

en tout réel x de I. Dans ce cas, la fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivé de f
en x est appelée fonction dérivée de f et se note f'. D
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2) Formules de dérivation des fonctions usuelles

orcton /| daimmondes | DS | demionde s
fw) =aacR K f(x) =0 R
f(x) =ax,a eR R fl(x) =a R

e = R f(x) =2x R
figx; Teﬁtier R f/(x) = a1 R

flx) =+ R\{0} fl(x) = - R\ {0}

1
figx;;eantier R\{0} fi(x) = _% R\ {0}
f(x) = V% 0; +oo] Fl) =57 10; +oo]

® Exemples:

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x* alors f est dérivable sur R et on a pour
tout x de R, f'(x) = 4x°.

2) Soit la fonction f définie sur R\{0} par f(x) = % alors f est dérivable sur | — o0; 0[ et

sur |0; +oco[ et on a pour tout x de R\ {0}, f'(x) = —%.

3) Démonstration au programme pour la fonction inverse

[@ Démonstration

Soit la fonction f définie sur R\ {0} par f(x) = 1. Démontrons que pour tout x de R\ {0}, on

a:f'(x)=—%.
Pourh #0eta #0:

—a—h —h
flat+h) —f(a)  wm—a _ ewr) _ a1
h h h h a(a+h)
o flath)—f(a) . 1 1
Or %13% h _;lzg(l) ala+h) a2

Pour tout nombre a, on associe le nombre dérivé de la fonction f égal & — alZ

Ainsi, pour tout x de R\{0}, ona: f'(x) = —xl—z.

Page 6/9 Année 2024-2025



lére G - spécialité maths Chap. 7 - Dérivation

4) Démonstration au programme : Non dérivabilité de la fonction racine carrée
en(

[ Démonstration

Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = /().
On calcule le taux de variation de f en 0 :

fO+h) —f(0) _VO+h—vO0O_Vh _VivR _ b 1

Pourh > 0: = —_—

h h /i wh Vi

Or:limf(0+h)_f(0)— i 1
h—0 h h—=0 v/ h

1
En effet, lorsque h tend vers 0, — prend des va-
q NG p

leurs de plus en plus grandes. Donc f n’est pas dé-
rivable en 0. Géométriquement, cela signifie que la
courbe représentative de la fonction racine carrée
admet une tangente verticale en 0.

V. Opérations sur les fonctions dérivées

1) Somme, produit, inverse, quotient de dérivées

B Exemple: Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x + x2.
Pourh #0:

fla+h)—f(a) a+h+(a+h)?—a—a?

h h
_a+h+a*+2ah+h? —a—a?
o h
2
:—h+2”hh+h —14+2a+h
=1+2a+h

Donc : lim @M =@ o =1 42
h—0 h h—0

Alors f est dérivable sur R et on a pour tout x de R, f'(x) =1+ 2x.

On pose pour tout x de R, u(x) = x et v(x) = x*. On aainsi : f(x) = u(x) + v(x).
Pour tout x de R, u/(x) = 1 et v/(x) = 2x.
On constate sur cet exemple que : f'(x) = u'(x) + ¢'(x). Soit encore : (u + v)'(x) =

u'(x) + o' (x).
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a) Formules d’opération sur les fonctions dérivées

u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

u + v est dérivable sur I

(u+v) =u +v

ku est dérivable sur I, ou k constante

(ku)" = ku'

uv est dérivable sur |

(uv)' = u'v+ ud

1 .
— est dérivable sur I, ot # ne s’annule pas sur I
u

u Ao N
— est dérivable sur I, o1 v ne s’annule pas sur I
v

1\’ u’
(u>’ _u'v—uv
v 02

b) démonstration : Fonction dérivée d’un produit

La démonstration sera faite en classe avec I'exercice 98 p 128.

2) Calculer les dérivées de sommes, produits et quotients de fonctions
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(Méthode )

3)

Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

1) fi(x) = 5x° 2) f(x) = 3x> + 4/x

3) f3(x) = ﬁ

1 fi(x) =5u(x) avec u(x) = x> — u'(x) = 3x2
Donc: f{(x) = 5u’(x) = 5 x 3x? = 15x2.

4) fu(x) = (3x* +4x)(5x — 1)

1
3) f3(x) = —— avec u(x) = 2x?> +5x — u'(x) =4x+5

u(x) ) s
s u(x) x
Done: f3(x) = =52 = ~ @ 5172

4) fy(x) = u(x)v(x) avec u(x) = 3x% +4x — u'(x) = 6x + 4
v(x) =5x—1—9'(x) =5
Donc: f;(x) = v/ (x)v(x) + u(x)0'(x) = (6x +4)(5x — 1) + (3x% +4x) x 5
= 30x% — 6x + 20x — 4 + 15x% + 20x
= 45x? +34x — 4

Composée de dérivées

Fonction EI(;llséeﬁrgiije Dérivée
f(ax +b) f dérivable sur I af’(ax+b)
(Méthode)
CENCE 5
Alors f'(x) = 52\/5967_4 = 2@
En effet: (5x —4) =5et (v/x)' = NG
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