lere G - spécialité maths Exercices obligatoires - Produit scalaire

Produit scalaire
Exercices obligatoires

Exercice 1

Dans chaque cas, calculer le produit scalaire % - 7.
0 |7 = V23] = 8et (i, F) =~ 2],
2) (i) = 1|7 = 2et (i, %) = Z[27];
3) |U4||=3,||7|| =4et (¥, 7)=n[2n];
9 (3] =3, F) = 4et (if,7) = —Z [

Exercice 2
Soit A, B et C trois points distincts.

1) Calculer XE . ZE avec:
—_ —> 27‘[
AB=5,AC=6¢et(AB,AC) = ?[27'[].
2) Calculer BA - @) avec :

AB = /6,BC = V8 et (BA,BC) = 5%[271].

Exercice 3
Dans chaque cas, déterminer le signe de i - .
- o /T
1 =—2
) (#,7) = Zlon]
N 207t
2) (u,v) = —5-[27]
- - 31m
3) (u,v) = _T[Z ]
- - 677
4 )
) (1/[,’0) 15 [ ]
Exercice 4 1
Soit i et U tels que ||| = 3, || F|| =2et W - T = _.

Calculer (—61 — T) - (2 +37).

Exercice 5

Soit U et T tels que ||#]| =
Calculer (T — u) - (U + U)
Exercice 6

Soit i et T tels que ||#]| = 1,2 et || 7] = 3,5.
Calculer (27 —5u) - (27 +5u).

V15et || 7] = V23.

Exercice 7
On considere les vecteurs i/ et T tels que || || = 6, || 7| =5 et ¥ - T = 2. Calculer les expressions suivantes.

1) (7 -73) (F+7)
2) (4 +27)-3U+7)
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Exercice 8
Soit i et T tels que || 7| = V/5, | 7| = VI2et ¥ - T = —6.
Calculer (2% + 7) - (31 — 37).

Exercice 9
On considere un carré ABCD de centre O et de c6té c. Calculer les pro- D C C
duits scalaires suivants.
1) AB-AC 5) DB - AB ¢
2) AB-AO — > —»
4) BC-AD 7) DB-OC A B
1) AB-AC = AB- AB = 2 par projection orthogonale du point C sur le segment [AB]. ‘
2) AB-AO = AB- %A—B) = sz par projection orthogonale du point O sur le segment [AB]
3) AB-CD = —~AB-AB = —¢

4) BC-AD = BC - BC = ¢
5) DB-AB = AB- AB = ¢ par projection orthogonale du point D sur le segment [AB]

l

l

6) OA-AC = —ZAC-AC = —E(ﬁc)2 = -

7) DB - OC = 0 car les 2 vecteurs sont orthogonaux.

Exercice 10

Dans une unité de longueur donnée, on considere un
carré ABCD dont le c6té mesure 3 , accolé a deux rec- D C F H
tangles identiques BEFC et EGHF de largeur 2.
En utilisant la formule du projeté orthogonal, calculer I

les produits scalaires suivants. \
Y J

1) AB-AC 4) CF-GD
2) BA -BF 5) IC-HG i 3 B 2 £ 2 G
3) Bl AC 6) Ef - FA
1) % projette li’vec_te’ur AC sur le vecteur AB :
AB-AC=AB-AB=3x3=9
2) On On projette le le vecteur BF sur le vecteur BE :
BA-BE=BA-BE=-3x2=—6
3) On p_lette le vecteur EI sur le vecteur EB :
El - AG=EB-AG=-2x7=—-14
4) On projette le’ le vecteur GD sur le vecteur HD :
CF-GD=CF-HD=-2x7=—14

5) Les droites (BC) et (GH) sont paralleéles donc on projette le vecteur IC sur le vecteur HG.
Pour calculer la longueur IC, on utilise le théoreme de Thales dans le triangle GHD

£:D7C donCIC:DCxGHZBX?):?
GH DH’ DH 7 7
Alors IC - HG = —; X3 = —2—77
6) Pour calculer la longueur EJ, on utilise le théoreme de Thalées dans le triangle AGD
ﬂ:g d nCE]:GEXADZZX?):é
AD GA’ GA 7 7
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On projette le vecteur FA sur le vecteur FE :

—_— — —_— — 1
E]~FA:E]'FE:—6 3_—78

Exercice 11

Le triangle ABC est un triangle équilatéral dont le c6té mesure 2 cm. I
est le pied de la hauteur issue de A. Déterminer les valeurs exactes des
produits scalaires suivants.

1) BC-BA 2) BA - Bl 3) Al-AC

rAvec le projeté orthogonal
1) On projette BA sur (BC)

Alors BC-BA =BC-BI = ||BC|| x |BI|| =2x1=2
2) On On projette B BA sur BI)

BA-BI=BI-BA=BI-Bl=|BI|x|Bl|=1x1=

3) On projette AC sur (AI)
Pour trouver la longueur du segment [AI], on utilise le théoreme de Pythagore dans le triangle rec-

i

tangle AIC :
AC?2 = AI? + CI?, donc AI? = AC2—CI? =22 —-12 = 4—1 = 3 etenfin AI = /3 cm. On obtient
alors :

Al-AC = Al-Al = |AI|| x ||Al| = V3 x V3 =3
Avec la définition
1) ABC est un triangle équilatéral, donc (B_C>, B_A) = —

— — — 1
Alors BC - BA = ||BC|| x ||BA|| x cos <g) —2x2x > =2

2) I étant le pied de la hauteur issue de A dans le triangle équilatéral ABC, il est également le milieu du
segment [BC|, donc BI = 1 cm.

De plus, la symétrie du produit scalaire implique que BA - BI = BI- BA et comme (_f, EZ) = g, on
obtient :

—_—> —> —_— — —

SN 1
BA Bl = BI- BA:HBIH><||BA||><cos<g>:1><2><§:1

3) La droite (AI) est également la bissectrice du sommet A du triangle ABC, donc (ﬁ ,AC ) = 7

Pour trouver la longueur du segment [AI], on utilise le théoreme de Pythagore dans le triangle rec-

tangle AIC :
AC?2 = A2+ CI% donc AI? = AC2—CI2 =22—-12 = 4—1 = 3 etenfin AI = v/3 cm. On obtient
alors :

—_— — —> — 3
AI-AC:HAIH><|\AC||><cos<g) :\@xzx\zf:?,

\ J

Exercice 12

—_— —
Dans le cas ci-dessous, calculer le produit scalaire AB - AC a I’aide des informations données.
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HME 2
[Zﬁ-A—C':@-Zﬁ:ABxAH:wz;:M ]

Exercice 13
ABD et BCD sont deux triangles équilatéraux de coté 4. Calculer les produits scalaires suivants.

1) AB-AD 4) BD-CA D
2) BA - BC 5) AD-CB
3) DB-CD 6) AC-DC

s R — - 1 N
1) AB-AD = AB x AD x cos (BAD) =4 x4 x cos () =16 5 =8
z)Ea’-ls_c’:BAchXcos@li):4><4><cos<2;>:16><_21:—8

S I 1 1

3) DB-CD = DB _EDB :—EDBXDB:—§X4X4:—8
4) DB-CA = 0 car DB et CA sont orthogonaux (les diagonales d"un losange se coupent _L).
5) AD-CB=AD -DA=-ADx AD = —4x 4= —16
6)R-[Tézﬁ-(éﬁ):;ACXAC:;XZ\@XZ\/l =24

Exercice 14 Dans chaque cas, calculer ﬁ . A—C> .

i

Nt
Q1

1) AB-AC=AB-AH= —-ABx AH=—5x2=—10
2) AB-AC=AB-AH = ABx AH=8x3=24

Exercice 15
Dans chaque cas, calculer le produit scalaire -0,

1 u#(1;2) et T(3;-1);
[7-?:1x3+2x(—1):1 ]

2) U(—1;3) et 7(12;7);
[7-7:—1X12+3X7:9 ]
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- 11 - 2
3) u <—4;—15) et v (4;—5);

= 11 2
u-U:—Zx4+(—15)x(—g):—5

4) U(-1+3;-3)et T(—1—+/3;-1).

( \

U-T=(-1+vV3) x(-1-v3)+(-3)x (-1) =1

\ J

Exercice 16

-1
On considere les points A(5; —3),B(—2;7),C <2;0> etD (—5; Z) )
Calculer les produits scalaires AB- 65, AC-BDet AD - BC.

— (-7 — (—45 — (—5,5 — [ _3 — (—10
Al (10) Lo <0,75> AC( 3 > B0 (—6,25) AlD (3,75)
AB-CD = —7 x —4,5+10 % 0,75 = 39

AC-BD = —5,5 x (—3) +3 x (—6,25) = —2,25
AD-BC = —10x1,5+3,75 x (—7) = —41,25

Al

()

Exercice 17
Soit A, B et C trois points du plan de coordonnées respectives : (—4;1), (—1;2) et (1, —4).

1) Calculer BA . B_(f

=72 (XA — XB = —4 — (—1)) = (—3)

BA = BA BA
(hw) =72 (T a

52~ (XCc — XB = 1—(—1)) —><2)

BC = BC = BC

_#(_yg—y3> (—4—2 —¢

BA-BC=—-3x2+(-1)x(—6)=0

\ J

2) Quelle est la nature du triangle ABC?

Les vecteurs BA et BC sont orthogonauyx, le triangle ABC est donc rectangle en B. De plus AB # BC
donc le triangle n’est pas isocéle.

\ J

Exercice 18 -
Soit ABC un triangle. Dans chaque cas, calculer la mesure en degré de ’angle BAC.

1) AB=3,AC=4etAB-AC = 61/3.

Ona AB-AC = AB x AC x COS(ELX\C) soit
61/3 = 3 x 4 x cos(BAC) soit

cos(E‘l\C) = 36;/%1 d’ou

BAC = arccos <\é§> = 30°

2) AB =16, AC =48 et AB- AC = —133.

Ona AB- AC = AB x AC x COS(ELX\C) soit
—133 = 16 x 48 x cos(BAC) soit

— —-133
cos(BAC) = TAWT d’ou
— —133
BAC = — | = 7°
C arccos< 763 > 99,9
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On arrondira au degré pres.

Exercice 19
Soit A, B et C trois points du plan de coordonnées respectives :
(=5;-3),(=1;—6) et (=5, -1).

1) Calculer CA - CB.
a(;j:;(c:):aL{(:g:EjD:CA (_02> et CA= /07 F (=22 =2
§<;§:;§>:@(:2:5:3):@(_‘*5) et CB = /& 1 (=5) = V41
CA - CB—0><4+( 2) x (=5) = 10

\ J

2) En déduire BCA en degré a 102 pres.

OnaCA-CB = AC x BC x cos(ﬁ) soit
10 = 2 x /41 x cos(BCA) soit

— 5
cos(BCA) = —— d’ou
V4l

BCA = arccos

5
— | = 38,66°
(\/41)

\ J

Exercice 20
Soit ABC un trlangle tel que AB = /13, AC = /5 et BC = V/10.
Calculer AB-AC et BA - BC.

On utilise la formule du produit scalaire dans un triangle : AB-AC = %(AB2 + AC? — BC?)

AB-AC = Z(AB2+ AC2— BC?) = —(13+5—10) = 4

NI =) =
D ST

BA-BC = —(AB2+ BC2 — AC?) = =(13+10—5) =9

Exercice 21 3
Soit ABC un triangle tel que AB = 5 AC = 6 et BC = 2. Calculer AB - AC.

E-R:;(ABHACZ—BCZ):;(() + 6% — (g) > =16

Exercice 22
Soit ABC un triangle tel que AB = V50, AC = /90 et BC = v/41.

1) a) Calculer ﬁ . A—C>

NU‘I

— — 1 1
AB-AC = ~(AB?+ AC? — BC?) = ~(50 +90 — 41) = 49,5

b) En écrivant AB - AC en fonction du cosinus, déduire une valeur approchée en degré a 10! pres
de I'angle BAC.

Ona AB- AC = AB x AC x COS(ELX\C) soit
49,5 = /50 x v/90 x cos(BAC) soit

— 49,5
cos(BAC) = ———— d’ou
( ) /50 X /90
— 49,5
BAC = arccos | ———— | ~ 42,4°
<\/50 X \/90)

\ J

2) Calculer les valeurs approchées a 107! pres des autres angles du triangle ABC.
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Pour I’angle BCA:
—_—> —> ]_
CA - CB%(BCZ + AC? — AB?) = 5(41 +90 — 50) = 40,5

OnaCA-CB = CB x AC x cos(ﬁ) soit
40,5 = /41 x /90 x cos(BCA) soit

cos(B/(-:Z) = \/4%1(151/970

40,5
BCA = arccos [ —————— | ~ 48,2°
<\/41 X \/90>

—

Pour I’angle ABC:
La somme des angles dans un triangle est de 180° donc :

ABC = 180 — BCA — BAC = 180 — 48,2 — 42,4 — 89, 4°

7

Exercice 23 - Ex 48 p 253
— 3 —
Soit le triangle ABC tel que AB = 10, AC = 16 et BC = 8 et soit les points M et N tels que AM = gAB et

1

AN = ZAC

1)

2)

4

(MN, BC)

Calculer MN - BC.

MN - BC = (MA + AN) - BC
3—> 1—> —>
=(—-ZAB+-AC)-B
(5 = c) ¢
_ 3B e+ ac.8¢-384.8c4 \cA.cB
5 4 5 4

=3 (1(,41132 + BC? — AC2)> + E (;(ACz + BC? — AB2)>

5\2 4
1
_ 3 (102 + 82 —16%) + = x (16 + 82 —10?)
10, 8
= = 0 0 = = 1
0~ "
Calculer MN?.

MN2? = MN - MN = <MA+1W> : (JWHE\]’)

3—> 1-— 3— 1-—
= —= + - - == +-A
( 5AB AC) ( AB C)

5
= 295AB . AB —310AB T AC+ L AC- Ac1

_ = 2_ ¥ 2 2 2 . 2
_295><AB 320(AB + AC BC1)+16><AC
_ n__ Y 2 2 Q2 il 2

= 55 X 10° — 5 (10° +16” — 8) + - x 16
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\ J

3) En déduire une valeur approchée en degré a 10~ ! pres de I'angle géométrique | (W, Eé) | .

f > —> 1 —— —> e — ]
On sait que MN - BC = ~10 = —0,1 et que MN - BC = MN x BC x cos(MN, BC)
D'ou:

(W, E_é) = arccos (

—0,1
18,2 %8

) ~ 90, 25°

J

Exercice 24 - Ex 54 p 254 Soit A, B, C trois points du plan de coordonnées respectives (1;5), (—7;3), (0; —2)
et soit I le milieu du segment [AB].
Déterminer la valeur exacte de l'aire du triangle ACIL

A
L'aire du triangle ACl est A = % or dans
H le triangle rectangle AIH, on a :
IH = AI x sin (BAC) donc l'aire du triangle
N Le point
AC x Al x sin (BAC)
; AClest A =
i 2
/ On calcule l’angle BAC a l'aide du produit sca-
C laire AT - AC :
I a pour coordonnées : I <xA i 5. Ya ;yB soit I(—3;4).
-7 [ X] — XA 3 1) = < 4)
Al Al Al = Al = /(—4)*>+ (-1)2 =17
()7 (3) -7 () = - e
——= (Xc —xa 0-1 ) - <—1)
AC AC = AC — AC = 7)2 =
(e i) =7 (575) =78 (5] = ae = /R T77 = 0

D’une part Al-AC = —4x (=1) + (—1) x (=7) = 11 et d’autre part :
AT-AC = Al x AC x cos (BAC) = V17 x V50 x cos (BAC).

11
On a donc BAC = arccos ( ~ 67,8° Finalement :
V17 x \/50>
11
(B A 50 x /17 X sin (arccos <>)
ACxAlxsm(BAc)_v v T T

A=

27
2 - 2 =3 -2

J

Exercice 25 - Ex 55 p 254 Soit A, B, C, D quatre points du plan de coordonnées respectives : (—3;3), (2;5), (6;0)
et (1, -2).

1) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme.
-3 [(XB — XA 2— (—3))
B = AB

<y3 - yA) < 5-3

AB >
2

=~ (Xc — XD = 6—1 >

<yc —yD> <0— (=2)

% (3)

Ona AB = DC donc d’apreslaregle du paral-
lélogramme, ABCD est un parallélogramme.

\ J

o

|

2) Déterminer une valeur approchée de l'aire de ABCD a 102 pres.
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L’aire du parallélogramme est A = HB x AD or dans le triangle rectangle ABH, on a:
HB = AB X sin <BAD) donc l'aire du parallélogramme est A = AD x AB X sin <BAD)

On calcule 'angle BAD a l'aide du produit scalaire AD - AB: AD (;D B ;A> = AD (1 _2(_3)) =
D~ YA 5T

— 4

ab (%)

AD-AB=5x4+2x (—5) =10
Ona AD = /42 + (—5)2 = V4l et AB = \/52 + 22 = /29
D'autre part AD - AB = AD x AB x cos (BAD) = /41 x v/29 x cos (BAD)

— — 10
Donc 10 = v41 x v/29 x cos | BAD | <— BAD — arccos () ~ 73,14°
( ) V41 x /29
i 10
A=AD x AB xsin ( BAD ) = v41 x /29 X sin (arccos <)> =33
( ) V41 x /29

\ J

Exercice 26 - Ex 70 p 255

Dans un jeu vidéo, Super Ninja court pour échapper a ses ennemis. Il arrive au bord d'une riviere de 7
metres de large et apercoit un rocher triangulaire sur 'autre rive. Vite! Super Ninja doit couper un arbre pour
traverser la riviere en le posant sur la pointe du rocher. Mais quelle longueur doit avoir au minimum son
arbre ? Heureusement que Super Ninja connait les dimensions (en métre) du rocher...

En utilisant les données de la figure ci-dessous, calculer SC. On arrondira au metre pres.

Dans le triangle BAC, on calcule 1’angle BAC al'aide du produit scalaire.
— — 1 1

AB-AC =3 (AB*+ AC? — BC?) = 5 (2,8%+2,4> —2,1%) = 4,595

D’autre part : A—B> . A_C> = AB x AC X cos <B/R> =2,8x2,4 % cos (B/R)
4,595 919

T 28x2,4 1344

d’ott : 4,595 = 2,8 x 2,4 X cos (BAC) — cos (B?E)

On se place maintenant dans le triangle ASC

— — 919 6433
AS-AC-_ASXIMZXG?(BAC>_-%8x2A»<%M4__4m)
D'autre part : AS - AC = 7 (AS* + AC? — 5C?) = (9,82 +2,4* — SC?)
d’our:
6433 1, s
200 =5 08 +2.4-5C)
6433
— —— =09,82 42,42 -5C?
200 +
6433
= S8C2=9,8 +2,4>— —
+ 200

<= SC? = 69,635
<= SC = /69,635 = 8,34m
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